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图论中的经典问题简介 


史永堂 


图论是一门古老的数学分支，主要研究用某种方式 
联系起来的若干事物之间的二元或多元关系。关于图论 
的文字记载最早出现在欧拉 1736 年的论著中，即著名的 
哥尼斯堡七桥问题。图论中很多重要的结果都是在 19 世 
纪得到的，大部分都跟电子网络相联系（电子工程可能 
是图论成功运用的第一个领域）。直到 1936 年匈牙利数 
学家 Konig 出版了第一本图论专著《有限图与无限图的 
理论》，图论才以一个独立的数学学科出现在人们的视野 
中。目前，由于研究方法和内容的不同，图论已产生了 
若干分支，如代数图论、极值图论、随机图论、拓扑图论、 
应用图论等。 

20世纪中叶以后，由于生产管理、军事、交通运输、 
计算机网络等领域的需要，出现了很多的离散问题，而 
图论可为离散问题的研究提供数学模型。近代电子计算 
机的出现和发展，促使图论及其应用迅猛发展。图论与 
线性规划、动态规划等优化理论的内容和方法相互渗透， 
促进了组合优化理论和算法的研究。图论的引进改变了 
计算机科学、网络等领域的面貌。当前应用图论来解决 
化学、物理学、生物学、运筹学、网络理论、信息论、 
控制论、经济学、社会科学等学科的问题，已显示出极 
大的优越性。同时，对图论中古老问题以及经典问题（如 
最短路问题、旅行售货商问题、中国邮递员问题等）的 
研究，促进了图论本身的发展。著名数学家金芳蓉教授 
在《信息时代的图论》 （ Graph Theory in the Information 
Age, 2010) 一文中 指出： 图论发展正处于一个新的征程， 
成为信息革命的核心部分。 

著名数学家、沃尔夫奖获得者 Lovasz 教授在《图论 
45 年的发展》 （Graph Theory Over 45 Years ， 2011) — 
文中 写道： “在过去的十年里，图论已经变得越来越重 
要，无论是它的应用还是它跟数学其他分支的紧密联系 
方面。”在文章中，通过对图论跟组合优化（离散优化）、 
计算机科学、概率论、代数、拓扑、网络等其他学科之 
间联系的描述，详细地回答了“今天图论在数学中占有 
什么样的地位？”这一问题。 

本文我们将简单的介绍图论中的几个经典的问题。 


1.哥尼斯堡七桥问题 

风景秀丽的哥尼斯堡城（今俄罗斯加里宁格勒）是德 
国的一座历史名城，也是哥德巴赫的出生地。普莱格尔 
河贯穿整个哥尼斯堡小城，这条河有两条支流，它们环 
绕一个小岛，在这两条支流上有七座桥（见下图）将岛 
与河岸连接。城里的居民晚饭后喜欢到这里散步，久而 
久之，就有了这样一个问题 ：一个 人怎样才能一次走遍 
七座桥，每座桥只走过一次，最后回到出发点？大家都 
试图找出问题的答案，但是谁也解决不了这个问题。 



于是问题就被送到了正在俄国圣彼得堡（原列宁格勒） 
的科学院做研究的大数学家欧拉手里。 1736 年 29 岁的欧 
拉向圣彼得堡科学院递交了《哥尼斯堡的七座桥》的论文。 
欧拉并没有跑到哥尼斯堡去走走，他将陆地和小岛用点表 
示，而将七座桥用线表示，于是七桥问题就等价于下图中 
图形的一笔画问题了。欧拉用严格的数学方法证明了这种 
画法是不存在的。对于类似的更一般的图形，欧拉也找到 
了一个简便的原则，可以判定它能否一笔 画出： 
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它们是连通的，且奇顶点（通过此点边的条数是奇数） 

的个数为0或2。 

这就是“一笔画”定理，也称为欧拉定理，经过每个 
点恰好^次的回路也称为“欧拉回路”。欧拉通过对七桥问 
题的研究，不仅圆满地回答了哥尼斯堡居民提出的问题，而 
且由此开创了数学的两个新的分支——图论与拓扑。 

随着时间的推移，图论不断发展，欧拉回路问题也有 
所拓广。就这样到了•^十世纪，又出现了一个新的 问题： 
邮递员从邮局出发，每次要走遍他所负责街区的每^条道 
路，投递完毕后仍须回到邮局，他应走什么路线才能使总 
路程最短。这个问题就是著名的“中国邮路问题 ” （China 
Route Inspection Problem ) 或“中国邮递员问题 ” （Chinese 
Postman Problem ), 首先由我国数学家管梅谷教授于1962 
年提出，而美国国家标准和技术研究院 （ NIST ) 的 Alan 
Goldman 首先将此问题命名为中国邮路问题。 

若用顶点表示交叉路口，用边表示街道，那么邮递 
员所管辖的范围可用一个赋权图来表示，其中边的权重 
表示对应街道的长度。中国邮递员问题可以用图论语言 
叙述为：在一个具有非负权的赋权连通图中，找出一条 
权最小的环游。这种环游称为最优环游。无向图的中国 
邮路问题是容易解决的，而有向图的中国邮路问题是 NP 
难问题。关于 NP 难的问题可参考任何一本组合优化或者 
算法复杂性的教材，这里推荐李学良教授和史永堂博士 
翻译的《组合优化》教材（高等教育出版社，2011)，作 
者为 William J . Cook , William H . Cunningham , William 
R . Pulleyblank , Alexander Schrijver 。 

2. 四色问题 

印制地图时，为了便于区分，常把相邻（有公共边 
界）的地区印成不同颜色。人们在实践中 发现： 不论地 
图上的行政区划多么复杂，最多使用四种颜色，一般都 
能保证相邻地区使用不同颜色。实践中这样的结果，要 



在理论上证明却不那么容易。这就是著名的四色问题一 
世界近代囊大数学难题之一。 

四色猜想的提出源自英国。1852年，毕业于伦敦大学 
的弗南西斯 • 格思里 (Francis Guthrie ) 工作时，发现了一 
个有趣的 现象： 看来，每幅地图都可以用四种颜色着色，使 
得有共同边界的国家着上不同的颜色。这个结论能不能从数 
学上加以证明呢？他和在大学读书的弟弟格里斯决心试一 
试。兄弟二人几经努力却没有进展。于是，他的弟弟就请教 
他的老师、著名数学家德•摩根，摩根也没找到解决途径， 
于是写信向著名数学家哈密尔顿爵士请教。哈密尔顿接信后 
开始研究，直到1865年逝世也没能解决。 

1872年，英国当时最著名的数学家凯利正式向伦敦 
数学学会提出了这个问题，于是四色猜想成了世界数学界 
关注的问题。世界上许多一流的数学家都纷纷参加了四色 
猜想的大会战。 1878-1880 年两年间，著名的律师兼数学 
家肯普和泰勒两人分别提交了证明四色猜想的论文，宣布 
证明了四色定理，大家都认为四色猜想从此也就解决了。 
11年后数学家赫伍德以自己的精确计算指出肯普的证明 
是错误的。不久，泰勒的证明也被人们否定了。后来，越 
来越多的数学家虽然对此绞尽脑汁，但一无所获。 

于是，人们开始认识到这个貌似容易的题目并不简单。 
进入20世纪以来，科学家们的证明基本上是按照肯普的想 
法在进行。1913年伯克霍夫在肯普的基础上引进了一些新 
技巧，美国数学家富兰克林于1939年证明了 22国以下的地 
图都可以用四色着色。1960年又推进到了 50国。后来这种 
推进仍然十分缓慢。 

电子计算机问世以后，大大加快了对四色猜想证明 
的进程。1976年，美国数学家阿佩尔与哈肯在美国伊利 
诺斯大学的两台不同的电子计算机上，用了 1200个小时， 
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作了 100 亿次判断，终于完成了四色定理的证明。为了 
纪念这一历史性的时刻，两位数学家所在的伊利诺伊大 
学邮局在每个邮件上盖上了这样的邮戳 “Four Colors 
Suffice ” （四种颜色足够了）。 

四色猜想的计算机证明轰动了世界。它不仅解决了 
一个历时100多年的难题，而且有可能成为数学史上 一 
系列新思维的起点。1997年罗伯逊、桑德斯、西摩和托 
马斯简化了阿佩尔和哈肯的证明，但是证明的过程仍需 
借助于计算机。直到现在，数学家们仍在寻求一个纯粹 
数学的更简洁的证明。 

3. 拉姆齐问题 

“假如要求在组合数学中举出一个而且仅仅一个精美的 
定理，那么大多数组合数学家会提名 Ramsey 定理”，这是 
美国数学家 Gian-Carlo Rota 对 Ramsey 定理的评价，也是对 
Ramsey 定理在组合数学中地位的评价。“世界上完全的无序 
是不可能存在的”、“任一个足够大的结构中必定包含一个 
给定大小的规则的子结构”，这富有哲理的格言恰是 Ramsey 
理论的主导精神。 

创立了 Ramsey 数和 Ramsey 理论的拉姆齐 （ F . P . 
Ramsey , 1903-1930)，堪称旷世奇才。在如下领域都做出了 
相当有影响的成 就:逻 辑学、经济学、概率论、认知心理学、 
科学方法论等。193 0年去世时只有26岁，《图论杂志 »(Journal 



拉姆齐 （ 1903-1930 ) 


of Graph Theory ) 在1983年7卷1期为纪念其80诞辰的专 
刊里，全面地介绍了他的生平、贡献以及 Ramsey 理论的发展。 

1958年，《美国数学月刊 》 （The American Mathematical 
Monthly ) 上登载着这样一个有趣的问题：“任何6个人的 
聚会，其中总会有3个人相互认识，或3个人相互不认 


识”。对 Ramsey 理论作出重大贡献的组合数学家 Spencer 在 
1983年描写了他第一次得知这个问题——也是他第一次接 
触 Ramsey 理论时的 情形： “当时我正在中学读书，得知这 
个问题后，回家花了很长时间才费劲地搞出了一个分很多种 
情况来讨论的冗长证明，我把我的证明带给老师，老师就给 
我看下面的简单明了的标准证明。此论证的简单扼要当时 
使我非常欣喜。”这个证明描述 如下： 用 A ， B , C ， D , E ， 
F 分别表示聚会的6个人，若两个人相识，则在代表这两人 
的点之间用红边相连，否则连一条蓝边。这样把每对点都用 
红边和蓝边连好之后，原来的问题就等价于证明图中有红边 
三角形或者蓝边三 角形。 考虑从某一点 （ 设为 A ) 连出 5 条 
边，根据抽屉原理，其中必有三条同色，不妨设它们是三条 
红边 AD , AE , AF 。 再考虑三角形 DEF , 如果它有一条红边， 
不妨设为 DE ， 则 ADE 就是一个红边三 角形； 如果三角形 
DEF 没有红边，则 DEF 自身就是一个蓝边三角形。论证完毕。 

上面的聚会问题虽然产生于 Ramsey 理论的几十年之 
后，但它确实是 Ramsey 定理的一个最简单的特例。“6人聚 
会问题”可以推广到 、人聚 会问 题”： 经典 Ramsey 数外％ 
匀表示满足如下要求的最小正整数见使得对完全图心的 
边进行任意二着色（红蓝两色），总存在单色的完全图恩。 
后来人们又对这一定义进行了 推广：对于〃 阶完全图忍进 
行边的红蓝二着色，只要 〃充 分大，其红色边导出的子图 
必包含一个预先给定的图 G ， 或者其蓝色图包含一给定的 
图//，上述的临界值《，即最小的符合要求的整数《被称作 
Ramsey ，并记作 R ( G , H )。 

概 G = K n ， H = K m ， 则记及 ( G ,//) 为用 >, m ) 0 

拉姆齐在1930年证明了 Ramsey 数 R ( n , m ) 的存在性， 
这就是著名的 Ramsey 定理。然而确定风的精确值是 
非常困难的，美国数学家 Radziszowski 在《组合数学电子 
干 【 J 》 （The Electronic Journal of Combinatorics ) 发表 了关于 
Ramsey 数的综述文章 Small Ramsey Numbers (文章自 1993 
年 2 月起不断更新），下页图是其中部分 Ramsey 数的上下 
界的数据 （2011 年8月的修改版）。 

著名数学家、 Ramsey 理论的主要推动者之一爱多士 
( Erdos ) 对此曾有过一个 玩笑： 外星人要挟人类说，必须在 
一年内交出 Ramsey 数叫5, 5) 的值，不然将毁灭地球。那么 
人类应集中所有的计算机去计算这 个值； 若改成价6, 6) 的 
话，那么人类只能拼命了。 

1947年，爱多士创造性地利用了概率方法，给出了 
经典 Ramsey 数的下界，为之后的概率方法在组合数学中 
的运用，包括随机图理论、随机算法的发展走出了第一步。 

现在 Ramsey 理论已经成为图论乃至整个数学研究的 
一个重要课题。数学家 Frank Harary (1921-2005) 曾说 
道： “毫无疑问， Ramsey 理论现在是组合学中一个业已确 
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